
ISSN 0104ISSN 0104--04990499

PROGRAMA INTERINSTITUCIONAL DE
PÓS-GRADUAÇÃO EM ESTATÍSTICA

UFSCar-USP

DEsDEs--UFSCarUFSCar e SMEe SME--ICMCICMC--USPUSP

ABORDAGEM BAYESIANA DOS MODELOS 
GARMA(p,q) USADOS PARA SÉRIES TEMPORAIS 

DE DADOS DE CONTAGEM

Marinho G. Andrade
Ricardo S. Ehlers

Adriana S. Philippsen
Marcos H. Cascone

Ó ÉRELATÓRIO TÉCNICO 

TEORIA E MÉTODO – SÉRIE ATEORIA E MÉTODO SÉRIE A

Março/2014
nº 259



Abordagem Bayesiana dos Modelos
GARMA(p,q) usados para Séries
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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem Bayesiana para os mo-
delos GARMA usados para as séries temporais de dados de conta-
gem. Foram consideradas as distribuições de Poisson, Binomial e Bi-
nomial Negativa. A abordagem proposta apresenta também o cálculo
de critérios de seleção de modelos baseados nos critérios, Bayesian

Information Criterion (BIC), Deviance Information Criterion (DIC)
e na densidade condicional preditiva ordenada (CPO). Além disto a
medida de divergência de Kullback-Leibler é proposta para avaliar a
influencia dos pontos extremos nas séries temporais de dados de conta-
gem. São apresentados um estudo com dados simulados e uma análise
de uma série real de incidência de Dengue no estado da Paráıba no
peŕıodo de janeiro de 1998 a dezembro de 2005.

1 Introdução

Séries temporais para dados de contagem aparecem em várias áreas de
aplicação, tais como o estudos de incidência de certas doenças (Zeger, 1988;
Davis et al., 2000); séries da movimentação de preços no mercado financeiro
(Liesenfeld et al., 2006); em controle de qualidade (Weiß, 2007), na área
de seguros, considerando séries de contagem de reivindicação (Freeland &
McCabe, 2004). Para que um modelo estat́ıstico de séries de contagem seja
bem sucedido, o modelo deve considerar: (1) uma estrutura de dependência
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as vezes bastante acentuada, (2) a superdispersão em relação a média da
série e (3) permitir a inclusão de covariáveis.

Os modelos estat́ısticos para dados de contagem dependentes são classi-
ficados em Cox (1981) como modelos dirigidos por parâmetros (parameter-
driven) e modelos dirigidos por observações (observation-driven). Os mo-
delos parameter-driven estendem os modelos lineares generalizados, introdu-
zindo na média condicional do processo de contagem, um processo autorre-
gressivo latente. Este processo latente é responsável por introduzir autocor-
relação e superdispersão nos modelos. Um importante membro desta classe
de modelos é o modelo SAM (Stochastic Autoregressive Mean) proposto por
Zeger (1988) e posteriormente analisado em Davis et al. (1999, 2000). O
principal problema dos modelos SAM é que a função de verossimilhança de-
pende de integração de alta dimensão, de forma que a estimação eficiente não
é simples e geralmente requer métodos baseados em integração de Monte-
Carlo. Um dos métodos considerados para a estimativa de modelos SAM
é o método de amostragem por importância eficiente (Efficient Importance
Sampling (EIS)), como aplicado em Jung et al. (2006). Em geral, correlações
positivas e negativas dos dados de contagem observados podem ser modela-
dos no contexto dos modelos SAM. Recentes contribuições para os modelos
observation-driven são apresentadas em Davis & Wu (2009), que considera
a distribuição binomial negativa, visando tornar mais flex́ıvel a modelagem
da superdispersão dos processo de contagem. Em Jung & Tremayne (2011)
encontra-se uma extensiva discussão sobre a inferência dos modelos SAM.

Os modelos observation-driven usam observações passadas na função da
média condicional do processo de contagem observado. Entre os modelos
observation-driven, os modelos que têm recebido mais atenção são: (1) os
modelos inteiros-autorregressivos e de médias móveis (INARMA); (2) os mo-
delos autorregressivos média condicional ou modelos autorregressivos condi-
cional de Poisson, ACP(p,q), que também tem sido referido como o modelo
INGARCH(p,q); (3) Os modelo lineares generalizados ARMA, referidos como
modelos GLARMA(p,q).

Os modelos INARMA foram introduzidos por Al-Osh & Alzaid (1987)
e McKenzie (1988) e são modelos cuja estrutura segue a mesma estrutura
dos modelos lineares gaussianos para séries temporais ARMA (ver Du & Li
(1991)). Porém, a natureza discreta dos dados de contagem é preservada
com a aplicação de um operador estocástico que estabelece a relação entre as
contagens passadas {yt−1, yt−2, . . .}, adicionadas a um processo de inovação
independente aceitável, e a observação corrente yt. Esta classe de modelos
tem recebido grande atenção nos últimos anos (ver Weiß (2008) e Jung &
Tremayne (2011) e e as referências neles citadas).

A classe do modelos observation-driven referida como modelos autorre-
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gressivos média condicional foi propostos por Heinen (2003) e a especificação
inicial destes modelos são os modelos autorregressivos condicional de Poisson,
ACP(p,q). Estes modelos consideram uma estrutura para a média condici-
onal do processo de contagem análoga aos modelos GARCH propostos por
Bollerslev (1986). Para assegurar a não-negatividade da média condicio-
nal e estacionariedade dos modelos ACP(p,q) são impostas aos parâmetros
destes modelos as mesmas restrições impostas aos parâmetros dos modelos
GARCH(p,q). Devido à sua analogia com o modelo GARCH padrão, o mo-
delo ACP(p,q) também tem sido referido por Ferland et al. (2006) como
modelo INGARCH(p, q), onde ‘IN’ abrevia ‘valor inteiro’. Os modelos IN-
GARCH são particularmente bem adequada para a modelagem de processos
estacionários de contagens superdispersos. Os modelos INGARCH, também
apresentam vantagens quando comparados aos modelos INAR com distri-
buição marginal binomial negativa ou Poisson generalizada devido a estes
exigirem um parâmetro adicional, e para modelos de ordem superior a 1, a
distribuição conjunta dos operadores estocásticos dos modelos INAR levam
a modelos com uma estrutura bastante complexa. Recentes contribuições
na classe de modelos INGARCH são dados em Weiß (2009), Fokianos et al.
(2009) que considera a ergodicidade geométrica e inferência baseada em ve-
rossimilhança para o processo autorregressivo, linear e não-linear, de Poisson
e Zhu (2011) que considera o modelo binomial negativo INGARCH.

Outra classe dos modelos observation-driven referida como modelos Ge-
neralized Linear Autoregressive Moving Average, GLARMA(p,q), foi propos-
tos inicialmente por SHEPHARD (1995) e em seguida apresentado em Da-
vis et al. (1999, 2003, 2005). O modelo GLARMA estende a estrutura dos
modelo linear generalizado, adicionando ao preditor linear, definido pelo lo-
garitmo natural da média condicional do processo de contagem, um reśıduo
que tem uma estrutura de médias móveis, MA(q). Este rúıdo, que segue um
modelo MA(q), é uma sequência martingale gerada pela diferença entre os
dados observados e a média condicional. Por isto é dada a classificação de
observation-driven a estes modelos. A extensão para considerar uma estru-
tura ARMA(p,q) pode ser feita considerando um processo latente ARMA(p,q)
tendo como rúıdos a sequência de diferenças martingale. Nestes casos, estes
modelos são referidos como GLARMA(p,q) (Davis et al., 2003). Esta variável
latente introduz no modelo linear generalizado de Poisson, a correlação serial
entre as observações, bem como a superdispersão, geralmente presente nas
séries de dados de contagem.

Neste trabalho vamos considerar outra classe dos modelos observation-
driven proposta em Benjamin et al. (2003) e referida como modelos GARMA.
Estes modelos, semelhante aos modelos GLARMA, são uma extensão dos
Modelos Lineares Generalizados (MLG) de McCullagh & Nelder (1989) para
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situações de dados dependentes, caracterizando-se pela adição de um termo
extra ao preditor linear, no qual este passa a incorporar termos não-lineares
autorregressivos (AR) e de médias móveis (MA). Neste contexto os modelos
GARMA é uma extensão dos modelos ARMA gaussianos, para que permite
modelar série temporais com distribuição na famı́lia exponencial e que tem o
modelo ARMA gaussiana como caso particular. Além disto, é posśıvel tratar
os modelos GARMA de forma muito semelhante ao tratamento dado aos
MLGs.

Vários autores apresentaram casos particulares do modelo GARMA, por
exemplo, em Li (1994) e Fokianos & Kedem (2004) os modelos GARMA com
distribuição de Poisson, binomial negativa e gama são apresentados e aplica-
dos a conjunto de dados de série temporal real. Por outro lado, outra classe
de modelos para séries temporais de dados de contagem (modelos GLARMA)
foram propostos por Davis et al. (2000).

Uma grande vantagem dos modelos GARMA é permitir a modelagem
de séries para dados de contagens, considerando as distribuições de Pois-
son, Binomial e Binomial Negativa. Nestes casos a abordagem clássica,
em geral, apresenta dificuldades na inferência dos termos de médias móveis.
Neste artigo, estamos propondo uma abordagem Bayesiana para inferência
dos parâmetros dos modelos GARMA para séries de dados de contagem.
A abordagem proposta apresenta também o cálculo de critérios de seleção
de modelos baseados nos critérios, Bayesian Information Criterion (BIC),
Deviance Information Criterion (DIC) e na densidade condicional preditiva
ordenada (CPO). Além disto a medida de divergência de Kullback-Leibler é
proposta para avaliar a influencia dos pontos extremos nas séries temporais
de dados de contagem.

São apresentados na seção de aplicação, um estudo com dados simulados
e uma análise de uma série real de incidência de Dengue (número de noti-
ficações/ 100 habitantes) no estado da Paráıba no peŕıodo de janeiro de 1998
a dezembro de 2005.

2 Modelo GARMA

Seja {yt, t = 1, . . . , n} uma série temporal. Em um modelo GARMA a
distribuição condicional de cada observação yt, condicionada o conjunto de
informações passadas Ht, denotado por:

Ht = {xt, . . . ,x1, yt−1, . . . , y1, µt−1, . . . , µ1}
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pertence a famı́lia exponencial e pode ser escrita de forma geral como:

f(yt|Ht) = exp

{
ytθt − b(θt)

ϕ
+ c(yt, ϕ)

}
(1)

em que θt e ϕ são os parâmetros canônico e de dispersão, respectivamente.
As funções b(·) e c(·) definem uma famı́lia exponencial espećıfica e xt é um
vetor de variáveis explicativas externas a série temporal.

Assim como nos modelos lineares generalizados, a média condicional do
processo µt está relacionada com o preditor ηt por uma função de ligação
g(·), isto é, g(µt) = ηt, sendo g(·) uma função monótona e diferenciável,
incluindo um componente adicional, τt, que inclui os termos auto regressivos e
de médias móveis no preditor linear além dos valores das variáveis explicativas
presentes no modelo. Assim, podemos escrever

g(µt) = ηt = x′
tβ + τt (2)

em que

τt =

p∑

j=1

φjA(yt−j,xt−j,β) +

q∑

j=1

αjM(yt−j, µt−j) (3)

com A e M funções que representam os termos auto regressivos e de médias
móveis, respectivamente, com φ′ = (φ1, . . . , φp) e α

′ = (α1, . . . , αq) os vetores
de parâmetros auto regressivos e de médias móveis, respectivamente.

Na prática, o preditor linear (3) pode ser reescrito em uma forma mais
simples, dada por:

ηt = x′
tβ +

p∑

j=1

φj{g(yt−j)− x′
t−jβ}+

q∑

j=1

αj{g(yt−j)− ηt−j} (4)

O modelo GARMA(p,q) fica definido por uma componente aleatória dada
pela equações (1) e uma componente sistemática, ou preditor linear dada
pela equação (4). Assim como nos modelos lineares generalizados, a média e
variância condicionais do modelo GARMA(p,q) são dadas por

E(yt|Ht) = b′(θt) = µt, (5)

V ar(yt|Ht) = ϕb′′(θt) = ϕV (µt). (6)

em que V (µt) é chamada de função variância dependendo apenas da média
µt.

Uma das vantagens dos modelos GARMA para séries temporais é o fato de
que a componente aleatório do modelo (1) pode assumir várias distribuições,
desde que esta pertença à famı́lia exponencial, o que permite que o modelo
seja utilizado inclusive para dados de contagem. Na próxima seção serão
apresentados alguns modelos GARMA para dados de contagem.
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3 Alguns modelos GARMA

Nesta seção são apresentados três casos particulares do modelo GARMA,
nos quais são consideradas as distribuições de Poisson, binomial e binomial
negativa, sendo estas as distribuições discretas mais comuns.

3.1 Modelo GARMA Poisson

Supondo que Yt é uma série de dados de contagem que pode assumir valo-
res em Ω = {0, 1, 2, . . .}, com distribuição de probabilidade condicional de
Poisson(µt), que pode ser expressa como:

f(yt|Ht) = exp {yt log(µt)− µt − log(yt!)} (7)

Portanto, (7) pertence à famı́lia exponencial com ϕ = 1, θt = log(µt),
c(z, ϕ) = − log(z!) e conseqüentemente b(θt) = µt = exp(θt) e V (µt) = µt.

Para este modelo considera-se a função de ligação canônica, g(µt) = ηt
dada por:

g(µt) = log(µt). (8)

Portanto, o modelo GARMA Poisson fica definido por (7) e (8). O pre-
ditor linear pode ser escrito como:

ηt = x′
tβ +

p∑

j=1

φj{log(y
∗
t−j)− x′

t−jβ} +

q∑

j=1

αj{log(y
∗
t−j/µt−j)} (9)

em que y∗t−j = max(yt−j , c), 0 < c < 1.
Quando não há variáveis externas, podemos escrever x′

tβ = β0 e assim a
equação (9) pode ser escrita como:

log(µt) = β0 +

p∑

j=1

φj log(y
∗
t−j) +

q∑

j=1

αj{log(y
∗
t−j/µt−j)} (10)

3.2 Modelo GARMA Binomial

Considerando Yt uma série de dados de contagem que pode assumir valores
em Ω = {0, 1, 2, . . .M} com distribuição Binomial, B(M,µt), tem-se que

f(yt|Ht) = exp

{
yt log

(
µt

M − µt

)
+ M log

(
M − µt

M

)
+ (11)

log

(
Γ(M + 1)

Γ(yt + 1)Γ(M − yt + 1)

)}
(12)
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que pertence a famı́lia exponencial com ϕ = 1,

θt = log

(
µt

M − µt

)
, (13)

b(θt) = −M log

(
M − µt

M

)
, (14)

c(yt, ϕ) = log

(
Γ(M + 1)

Γ(yt + 1)Γ(M − yt + 1)

)
. (15)

e função de variância é dada por V (µt) = db(θt)/dµt = µt(m− µt)/m.
Para o modelo Binomial considera-se a função de ligação canônica, g(µt) =

ηt dada por:

g(µt) = log

(
µt

M − µt

)
(16)

O preditor linear é escrito na forma da equação (4) substituindo-se yt por
y∗t = min{max(yt, c), (M − c)}, com 0 < c < 1. Se M = 1 tem-se o modelo
GARMA(p,q) Binário. Portanto, o modelo GARMA Binomial é definido
pelas equações (12) e (16).

3.3 Modelo GARMA Binomial Negativo

No modelo GARMA Binomial Negativo considera-se que Yt é uma série de
dados de contagem que pode assumir valores em Ω = {0, 1, 2, . . .} com dis-
tribuição Binomial Negativa, NB(K,µt) escrita como:

f(yt|Ht) = exp

{
K log

(
K

µt +K

)
+ yt log

(
µt

µt +K

)
+ log

(
Γ(K + yt)

Γ(yt + 1)Γ(K)

)}
. (17)

esta distribuição pertence a famı́lia exponencial com ϕ = 1,

θt = log

(
µt

K + µt

)
, (18)

b(θt) = −K log

(
K

K + µt

)
, (19)

c(yt, ϕ) = log

(
Γ(K + yt)

Γ(yt + 1)Γ(K)

)
. (20)

e função de variância dada por V (µt) = µt(K + µt)/K.
A função de ligação canônica, g(µt) = ηt, é dada por

g(µt) = log

(
µt

K + µt

)
. (21)
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O preditor linear é escrito na forma da equação (4) considerando y∗t =
max{yt, c}, com 0 < c < 1. As equações (17) e (21) definem o modelo
GARMA Binomial Negativo.

Os modelos apresentados nesta seção são apresentados de forma resumi-
das na Tabela 1.

Tabela 1: Modelos GARMA para dados de contagem.
Poisson Binomial Binomial Negativa

Notação P (µt) B(M,µt) BN(K,µt)

Parâmetro de dispersão: ϕ 1 1 1

Função cumulante: b(θt) exp(θt) −M log
(

M−µt

M

)
−K log

(
K

K+µt

)

c(yt, ϕ) − log(yt!) log
(

Γ(M+1)
Γ(yt+1)Γ(M−yt+1)

)
log

(
Γ(K+yt)

Γ(yt+1)Γ(K)

)

µt(θt) exp(θt)
M exp(θt)
1+exp(θt)

K exp(θt)
1−exp(θt)

Função de ligação (ηt) log(µt) log
(

µt

M−µt

)
log

(
µt

K+µt

)

Função de variância: V (µt) µt
µt

M
(M − µt)

µt

K
(K + µt)

4 Ajuste do modelo GARMA

Considerando as observações Hn = {y1, . . . , yn} da série temporal Yt que sa-
tisfaça as condições dos modelos GARMA dadas em (1) e (4). Os parâmetros
do modelo são γ ′ = (β′ φ′ α′), em que β = (β0 . . . βm)

′, φ = (φ1 . . . φp)
′ e

α = (α1 . . . αq)
′. Para estimar estes parâmetros vamos considerar a função

de verossimilhança aproximada (condicionada nas r primeiras observações
Hr = {y1, . . . , yr}) em que r = max{p, q}. A função de verossimilhança
parcial pode ser constrúıda considerando que Yt−1 e Yt são condicionalmente
independentes. Assim tem-se que

La(β,φ,α|Hn) ∝

n∏

t=r+1

f(yt|Ht)

∝

n∏

t=r+1

exp

{
ytg(µt)− b(g−1(µt))

ϕ
+ c(yt, ϕ)

}
, (22)

em que g(µt) é a componente sistemática g(µt) dada por

g(µt) = x′
tβ +

p∑

j=1

φj{g(y
∗
t−j)− x′

t−jβ}+

q∑

j=1

αj{g(y
∗
t−j)− g(µt−j)} (23)
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para todo t = r + 1, . . . , n.
A equação (22) pode ser reescrita como

La(β,φ,α|Hn) ∝ exp

{
1

ϕ

n∑

t=r+1

[
ytg(µt)− b(g−1(µt))

]
+

n∑

t=r+1

c(yt, ϕ)

}
(24)

e a função log-verossimilhança é dada por

ℓa(β,φ,α|Hn) ∝
1

ϕ

n∑

t=r+1

[
ytg(µt)− b(g−1(µt))

]
+

n∑

t=r+1

c(yt, ϕ). (25)

Considerando as matrizes A e B, definidas usando-se a equação (23),
dadas por

A =




g(yr)− xrβ · · · g(yr+1−p)− xr+1−pβ

g(yr+1)− xr+1β · · · g(yr+2−p)− xr+2−pβ
...

. . .
...

g(yn−1)− xn−1β · · · g(yn−p)− xn−pβ



(n−r)×p

,

B =




g(yr)− ηr · · · g(yr+1−q)− ηr+1−q

g(yr+1)− ηr+1 · · · g(yr+2−q)− ηr+2−q

...
. . .

...
g(yn−1)− ηn−1 · · · g(yn−q)− ηn−q



(n−r)×q

.

A componente sistemática (23) pode ser escrita, para as observações
yr+1, . . . , yn, em forma matricial como

η =
[
X A B

]



β

φ

α


 ,

em que X é a matriz do modelo formada pelas linhas xt, t = r + 1, . . . , n.
Pode-se também denotar a componente sistemática reduzindo-a apenas a

η = Mγ, em que M = [X A B] é a matriz modelo de ordem (n− r)× (m+
p+ q).

Seja γ̂ e η̂ = M̂γ̂ os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) de
γ, η respectivamente. Os EMV’s γ̂ podem ser obtidos através do ajuste
dos modelos GARMA dadas em (1) e (4) para y pelo método de mı́nimos
quadrados ponderados reiterados, dado por

γ̂(k+1) =
(
M̂′(k) Ŵ(k) M̂(k)

)−1

M̂′(k) Ŵ(k) ẑ(k), (26)
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com k sendo o passo da iteração, em que Ŵ = diag{ŵr+1, . . . , ŵn} é a matriz

de pesos, em que ŵt são os elementos wt = V −1
t

(
dg(µt)
dµt

)−2

avaliados fazendo-

se µt = µ̂t e a variável de trabalho zt é dada por

zt = ηt + (yt − µt)
dg(µt)

dµt

. (27)

O procedimento iterativo usando as equações (26) e (27) parte de um

valor inicial γ̂(1) e calcula M̂(1), Ŵ(1) e ẑ(1), usados para obter a próxima
estimativa γ̂(2) e ẑ(2) com (26) e (27) respectivamente. Este procedimento
é realizado até que a convergência seja observada. Em Kedem & Fokianos
(2002) são apresentadas as suposições necessárias para garantir que o modelo
GARMA sejam bem definido e tenha estimadores consistente sob condições
razoáveis.

Pode-se também fazer inferência com respeito aos parâmetros γ usando-
se as propriedades assintóticas apresentadas em Kedem & Fokianos (2002)
para γ̂ e considerando a matriz aproximada de variância e covariâncias de γ̂
dada por ϕ(M̂ ′ŴM̂−1).

A escolha da ordem p e q dos modelos GARMA(p,q)) pode ser feita
usando-se o critério BIC (Bayesian Information Criterion) proposto por
Schwarz (1978), que é dado por

BIC = −2 log{ℓa(β̂, φ̂, α̂|Hn)}+ (p+ q +m) log(n).

5 Previsão com os Modelos GARMA

As estimativas η̂t, para t = r + 1, . . . , n são obtidas recursivamente de

η̂t = xtβ̂ +

p∑

j=1

φ̂j

{
g(yt−j)− xt−jβ̂

}
+

q∑

j=1

α̂j {g(yt−j)− η̂t−j} , (28)

e as médias ajustadas são obtidas através da inversa da função de ligação
µ̂t = g−1 (η̂t), para t = r + 1, . . . , n.

A previsão dos valores futuros Yn+h, para h ≥ 1, supondo conhecidas as
observações dispońıveis até o instante (n+ 1)

Hn+1 = {xn+1, xn, . . . , x1, yn, yn−1 . . . , y1, µn, µn−1, . . . , µ1}.

é dada por ŷn+h = E(Yn+h|Hn+1). Denomina-se ŷn+h por previsão de origem
n e horizonte h. Nos Modelos GARMA, a previsão é feita recursivamente,
de maneira simplificada, através do preditor linear para cada modelo.
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Como todas as componentes do preditor são conhecidas no tempo (n+1),
fica fácil calcular a previsão para Yn+1, tem-se

η̂n+1 = xn+1β̂+

p∑

j=1

φ̂j

{
g(yn+1−j)− xn+1−jβ̂

}
+

q∑

j=1

α̂j {g(yn+1−j)− η̂n+1−j} ,

(29)
portanto, a previsão com um passo a frente (h = 1) é calculada por ŷn+1 =
g−1 (η̂n+1) = µ̂n+1. Para h > 1 tem-se que

η̂n+h = xn+hβ̂+

p∑

j=1

φ̂j

{
g(ŷn+h−j)− xn+h−jβ̂

}
+

q∑

j=1

α̂j {g(ŷn+h−j)− η̂n+h−j} ,

(30)
em que ŷn+h−j = g−1 (η̂n+h−j) quando h > j.

A variância, σ2
n+h = V ar(Yn+h|Hn+1) pode ser calculado para h = 1, 2, . . .

usando a relação (6). Assim, tem-se que σ̂2
n+h = V (µ̂n+h). Intervalos de

confiança para as previsões ŷn+h são dif́ıceis de serem calculados uma vez que
a distribuição de ŷn+h não são conhecidas. No entanto, fazendo uma analogia
com as propriedades da distribuição Normal é posśıvel calcular intervalos
definidos por ŷn+h ± 1.96σ̂n+h. Uma avaliação do ńıvel de confiança deste
intervalo pode se avaliado por simulação de Monte Carlo.

6 Abordagem bayesiana

Um dos objetivo da análise bayesiana dos modelos GARMA é considerar
inferência sobre os parâmetros do modelo γ ′ = (β′ φ′ α′), em que β =
(β0 . . . βm)

′, φ = (φ1 . . . φp)
′ e α = (α1 . . . αq)

′ para fazer a previsão dos va-
lores yt+h contornando as dificuldades encontradas com o método clássico de
máxima verossimilhança. Nesta abordagem, serão consideradas distribuições
a priori normais, N(β0, σ

2
βIm), N(φ0, σ

2
φIp) e N(α0, σ

2
αIq), em que os veto-

res de média β0, φ0, α0 e os parâmetros σ2
β, σ

2
φ e σ2

α são hiperparâmetros
conhecidos. As matrizes Im, Ip e Iq são matrizes identidade com dimensão
escolhida adequadamente para cada vetor de parâmetro. Além disto, su-
pondo independência entre os parâmetros, a distribuição a priori conjunta é
dada por

π0(β,φ,α) ∝ exp

{
−

1

2
(β − β0)

′(σ2
βIm)

−1(β − β0) +

−
1

2
(φ− φ0)

′(σ2
φIp)

−1(φ− φ0) +

−
1

2
(α−α0)

′(σ2
αIq)

−1(α−α0)

}
(31)
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Combinando-se a verossimilhança (24) com a densidade a priori (31)
tem-se a densidade a posteriori para os modelos GARMA dada por

π(β,φ,α|Hn) ∝ La(β,φ,α|Hn)π0(β,φ,α) (32)

6.1 Algoritmo MCMC

A densidade a posteriori dada em (32) não tem uma forma conhecida. Por-
tanto, opta-se por um algoritmo de simulação de Monte Carlo em Cadeia de
Markov (MCMC) para gerar amostras da densidade (32). O algoritmo de
Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg (1995)) é geralmente usado quando
não são facilmente identificadas as distribuições condicionais a posteriori, o
que impossibilita a geração direta a partir destas distribuições. A idéia do
método é gerar um valor de uma distribuição auxiliar e aceitar este valor com
uma certa probabilidade. O algoritmo Metropolis-Hastings é esquematizado
da seguinte forma:

1. Arbitre o valor inicial para os vetores β(0), φ(0) e α(0) e inicialize o
contador de iterações j = 1.

2. Gere novos vetores de suas respectivas distribuições:

β(∗) ∼ N(β0, σ
2
βIm), φ(∗) ∼ N(φ0, σ

2
φIp) α(∗) ∼ N(α0, σ

2
αIq)

3. Adote o seguinte procedimento de aceitação e rejeição dos valores ge-
rados:

i. Calcule a probabilidade de aceitação para β(∗) por:

̺(β(∗);β(j)) = min

{
1,

La(β
(∗),φ(j),α(j)|Hn)

La(β(j),φ(j),α(j)|Hn)

}
,

gere u de uma distribuição U(0, 1), se u ≤ ̺(β(∗);β(j)) aceite o
novo vetor gerado e faça β(j+1) = β(∗), caso contrário rejeite-o e
faça β(j+1) = β(j).

ii. Calcule a probabilidade de aceitação para φ(∗) por:

̺(φ(∗);φ(j)) = min

{
1,

La(β
(j+1),φ(∗),α(j)|Hn)

La(β(j+1),φ(j),α(j)|Hn)

}
,

gere u de uma distribuição U(0, 1), se u ≤ ̺(φ(∗);φ(j)) aceite o
novo vetor gerado e faça φ(j+1) = φ(∗), caso contrário rejeite-o e
faça φ(j+1) = φ(j).
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iii. Calcule a probabilidade de aceitação para α(∗) por:

̺(α(∗);α(j)) = min

{
1,

La(β
(j+1),φ(j+1),α(∗)|Hn)

La(β(j+1),φ(j+1),α(j)|Hn)

}
,

gere u de uma distribuição U(0, 1), se u ≤ ̺(α(∗);α(j)) aceite o
novo vetor gerado e faça α(j+1) = α(∗), caso contrário rejeite-o
valor gerado e faça α(j+1) = α(j).

4. Incrementar o contador de j para j + 1 e retorne ao Passo 2.

O procedimento de geração de uma amostra da distribuição de equiĺıbrio
(32) descarta uma sequência gerada inicialmente (peŕıodo de aquecimento)
necessário para eliminar o efeito das condições iniciais, arbitradas, na con-
vergência da cadeia para à distribuição de equiĺıbrio e faz uma reamostragem
da amostra restante para diminuir a correlação, provocada pelo procedimento
de aceitação e rejeição dos valores gerados, dentro das cadeias geradas. Para
monitoramento do peŕıodo de aquecimento e estacionariedade das cadeias ge-
radas foi utilizado o critério proposto por Geweke (1992). Denotando-se por

γ ′(j) = (β(j)′ φ(j)′ α(j)′), em que β(j) = (β
(j)
0 . . . β

(j)
m )′, φ(j) = (φ

(j)
1 . . . φ

(j)
p )′

e α(j) = (α
(j)
1 . . . α

(j)
q )′, com j = 1, . . .Q a amostra gerada, resultante, dos

parâmetros do modelo. Então, sumários das densidades a posteriori margi-
nais são apresentados com estimativas de Monte Carlo calculadas com estas
amostras geradas.

7 Critério de seleção de modelo

Para selecionar o melhor modelo GARMA(p,q), ou a melhor ordem p e q de
um modelo GARMA, a ser ajustado a uma série temporal {yt, t = 1, 2, . . .}
de dados de contagem, utiliza-se, neste trabalho, alguns critérios Bayesiano
de seleção de modelo.

7.1 Critério de Informação Bayesiano (BIC)

O critério de informação Bayesiana (ou Bayesian Information Criterion,
BIC) é um critério de seleção de modelo proposto por Schwarz (1978) e
modificado por Carlin & Louis (2000) para ser utilizado no contexto da in-
ferência Bayesiana levando em conta a densidade a posteriori dos parâmetros
do modelo ajustado. Este critério, denotado por EBIC = E{BIC}, faz uma
ponderação entre o valor esperado, a posteriori, do máximo da função log-
verossimilhança e o número de parâmetros do modelo ajustado. Considera-se
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como o modelo que melhor se ajusta, aquele que apresenta o menor valor do
EBIC dado por

EBIC = −2E{ℓa(β,φ,α|Hn)}+ (p+ q +m) log(n). (33)

em que E{ℓa(β,φ,α|Hn)} é o valor esperado, tomado com relação à densi-
dade a posteriori, da máxima log-verossimilhança e n é o tamanho da série
usada no ajuste do modelo GARMA(p,q).

7.2 Critério de Informação Desvio (DIC)

O critério de informação desvio (ou Deviance Information Criterion, DIC) é
muito usado no método Bayesiano de seleção de modelo quando se dispõe de
amostras geradas da distribuição a posteriori dos parâmetros dos modelos. O
critério DIC, introduzido por Spiegelhalter et al. (2002), é definidos a partir
da função D, dada por

D(β,φ,α) = −2ℓa(β,φ,α|Hn) (34)

O desvio, DIC, é dado por

DIC = 2D − D̂ (35)

em que D = E{D(β,φ,α)} é a média a posteriori de D e D̂ é o valor de D

calculado com valores médios a posteriori dos parâmetros β̂, φ̂, α̂.
Ambos D e D̂ são calculados com a amostra γ ′(j) = (β(j)′ φ(j)′ α(j)′),

gerada da densidade a posteriori como

D =
1

Q

Q∑

j=1

D(γ(j))

D̂ = −2ℓa(γ̂)

em que

γ̂ =
1

Q
{

Q∑

j=1

γ(j)}.

Valores menores para DIC indicam os melhores modelos, inclusive esses va-
lores podem ser negativos.
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7.3 Densidade Condicional Preditiva Ordenada (CPO)

A densidade condicional preditiva ordenada (CPO), foi inicialmente proposta
por Geisser & Eddy (1979) e foi discutida em Gelfand et al. (1992). Para
calcular esta densidade preditiva ordenada associada a um valor da série yt,
denotada por CPOt, vamos considerar a densidade a posteriori π(γ|Ht),
dada na equação (32), condicionada nas informações dispońıveis até o tempo
t, denotada aqui por

Ht = {xt, xt−1, . . . , x1, yt−1, yt−2 . . . , y1, µt−1, µt−2, . . . , µ1}

e a densidade da observação yt, denotada por f(yt|γ,Ht), dada na equação
(1). Então tem-se que

CPOt =

∫
f(yt|γ,Ht)π(γ|Ht)dγ (36)

usando a equação (32), a equação (36) pode ser escrita como

CPOt =

∫
f(yt|γ,Ht)

{
La(γ|Ht)π0(γ)∫
La(γ|Ht)π0(γ)dγ

}
dγ (37)

sabendo-se que f(yt|γ,Ht)La(γ|Ht) = La(γ|Ht+1), em que

Ht+1 = {xt+1, xt, . . . , x1, yt, yt−1 . . . , y1, µt, µt−1, . . . , µ1}.

A equação (37) pode ser escrita como

CPOt =

∫
La(γ|Ht+1)π0(γ){∫

1
f(yt|γ,Ht)

La(γ|Ht+1)π0(γ)dγ
}dγ

=

∫
La(γ|Ht+1)π0(γ)dγ∫
1

f(yt|γ,Ht)
La(γ|Ht+1)π0(γ)dγ

(38)

Após alguma algebra mostra-se que

CPOt =

{∫
1

f(yt|γ,Ht)
π(γ|Ht+1)dγ

}−1

. (39)

Portanto, a densidade preditiva ordenada, CPOt, pode ser estimada
usando-se uma amostra {γ(j), j = 1, . . . , Q}, gerada com o algoritmoMCMC,
da densidade a posteriori π(γ|Ht+1). O estimador de Monte Carlo da CPOt,
é dado por:

ĈPOt =

[
1

Q

Q∑

j=1

1

f(yt|γ(j),Ht)

]−1

. (40)
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As estimativas de ĈPOt, para t = r + 1, . . . , n, podem ser usadas para
selecionar o melhor modelo GARMA(p,q) que se ajusta a uma série de dados
de contagem. Seleciona-se como melhor modelo, aquele que apresentar maior

valor do ĈPO =
∏n

t=r+1 ĈPOt. Costuma-se utiliza o critério definido por

log(ĈPO) =
∑n

t=r+1 log(ĈPOt).

8 Identificação de pontos influentes

Uma observação yt pode ser identificada como influente, avaliando-se di-
vergência de Kullback-Leibler provocada por esta observação na entre es-
tas duas densidades a posteriori obtidas com e sem esta observação. Esta
medida, denotada por KL(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht)), é avaliada calculando-se a
divergência de Kullback-Leibler entre as densidades π(γ|Ht+1), obtida com
todas as observações até yt, e π(γ|Ht) que representa a densidade a pos-
teriori obtida ao se retirar a observação yt da amostra. A divergência de
Kullback-Leibler é dada por

KL(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht)) =

∫
π(γ|Ht+1) log

(
π(γ|Ht+1)

π(γ|Ht)

)
dγ. (41)

Em Cho et al. (2009) foi mostrado que (41) pode ser avaliada considerando-se
a CPOt dada em (39), como

KL(π(γ|Ht+1);π(γ|Ht)) =

∫
log(f(yt|Ht))π(γ|Ht+1)dγ − log(CPOt). (42)

A divergência (42), pode ser estimada usando-se uma amostra {γ(j), j =
1, . . . ,M}, gerada com o algoritmoMCMC, da densidade a posteriori π(γ|Ht+1).
O estimador de Monte Carlo de KL(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht)), é dado por

K̂L(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht)) =
1

Q

Q∑

j=1

log(f(yt|γ
(j),Ht))− log(ĈPOt), (43)

em que ĈPOt é a estimativa de Monte Carlos da CPOt, dada na equação
(40).

Uma medida de calibração para a divergência KL(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht)),
proposto por McCulloch (1989), denotada aqui por ρt, é obtida resolvendo-se
a equaçãoKL(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht)) = K(B(0.5), B(ρt)) = − log 4ρt(1− ρt)/2,
em que B(ρt) denota a distribuição de Bernoulli com probabilidade de su-
cesso ρt. Isto significa que descrever os resultados com a densidade a pos-
teriori completa, π(γ|Ht+1), em vez da densidade a posteriori obtida após
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removida a observação yt, π(γ|Ht), é equivalente a descrever um evento não
observado com tendo probabilidade ρt, quando a probabilidade correta é 0.5.
Resolvendo-se a equação para ρt, tem-se que

ρt =
1

2

{
1 +

√
1− exp[−2KL(π(γ|Ht+1); π(γ|Ht))]

}
.

Isto implica que 0.5 ≤ ρt ≤ 1. Para ρt ≫ 0.5 tem-se que a observação yt
é uma observação influente.

9 Previsão Bayesiana

Na abordagem Bayesiana, o preditor linear ηt, dado na equação (4), além
de depender das observações Ht, também depende do vetor de parâmetros
γ ′ = (β′ φ′ α′), os quais são variáveis aleatórias com densidade a posteriori
dada por (32). Neste contexto, o preditor linear (4) é denotado como ηt(γ) =
E(Yt|γ,Ht), para t = r + 1, . . . , n.

O preditor linear a posteriori ηt = E(Yt|Ht) é dado por

ηt =

∫
ηt(γ)π(γ|Ht)dγ. (44)

em que ηt(γ) é dado por

ηt(γ) = xtβ +

p∑

j=1

φj {g(yt−j)− xt−jβ}+

q∑

j=1

αj {g(yt−j)− ηt−j(γ)} , (45)

Portanto, o estimador de Monte Carlo do preditor linear ηt, para uma
amostra {γ(j), j = 1, . . . ,M}, gerada com o algoritmo MCMC, da densidade
a posteriori π(γ|Ht), é dado por:

η̂t =
1

M

M∑

j=1

ηt(γ
(j)). (46)

As médias µt(γ), para t = r + 1, . . . , n, são obtidas com a inversa da
função de ligação µt(γ) = g−1 (ηt(γ)) e o estimador de Monte Carlo para µt

é dada por

µ̂t =
1

M

M∑

j=1

g−1
(
ηt(γ

(j))
)
. (47)

Para prever valores futuros Yn+h da série de dados de contagem, para
h ≥ 1 e supondo conhecidas as observações dispońıveis até o tempo (n+ 1),
dada por

Hn+1 = {xn+1, xn, . . . , x1, yn, yn−1 . . . , y1, µn, µn−1, . . . , µ1}
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é preciso calcular o valor esperado condicional ŷn+h = E(Yn+h|Hn+1), no
contexto Bayesiano. Como todas as componentes do preditor ηn+1(γ) são
conhecidas, fica fácil calcular a previsão com um passo a frente.

Para h = 1, tem-se que

ηn+1(γ) = xn+1β +

p∑

j=1

φj {g(yn+1−j)− xn+1−jβ}+

q∑

j=1

αj {g(yn+1−j)− ηn+1−j(γ)} , (48)

Portanto, estimadores de Monte Carlo para o preditor linear, ηn+1, e para
a previsão, µn+1, são calculados substitúıdo-se a equação (48) nas equações
(46) e (47) respectivamente. A previsão com um passo a frente (h = 1) é
dada por ŷn+1 = µ̂n+1.

Para h > 1 tem-se que

ηn+h(γ) = xn+hβ +

p∑

j=1

φj {g(ŷn+h−j)− xn+h−jβ}+

q∑

j=1

αj {g(ŷn+h−j)− ηn+h−j(γ)} , (49)

em que usa-se ŷn+h−j = µ̂n+h−j quando h > j.
Estimadores de Monte Carlo para o preditor linear, ηn+h, e para a pre-

visão, µn+h, são calculados substitúıdo-se a equação (49) nas equações (46)
e (47) respectivamente. A previsão para Yn+h com h > 1 é dada por ŷn+h =
µ̂n+h. Intervalos de credibilidade para µ̂n+h podem ser calculados estimando

os percentis, 100δ%, 100(1 − δ)% da amostra {µ
(j)
n+h = g−1(ηn+h(γ

(j))), j =
1, . . . ,M} obtidas com a amostra gerada via MCMC. A variância, σ2

n+h =
V ar(Yn+h|Hn+1) pode ser calculado para h = 1, 2, . . . usando a relação (6).
Assim, tem-se que σ2

n+h(γ) = V (µn+h(γ)).

10 Aplicações

Para ilustrar a metodologia Bayesiana proposta no ajuste dos modelos e
avaliar o desempenho dos critérios de seleção na escolha do melhor modelo
GARMA(p,q), foi feito um estudo com séries simuladas e uma análise de uma
série real de incidência de Dengue na Paráıba.
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10.1 estudo com séries simuladas

Neste estudo forma geradas séries de tamanho n = 100 com determinado
modelo GARMA, considerando cada uma das distribuições abordadas neste
trabalho (Poisson, Binomial, Binomial Negativo) e para cada uma destas
séries forma ajustados modelos GARMA com diferentes ordens (p, q). Neste
estudo foi adotado m = 1, ou seja, β = β0. Para selecionar a ordem (p,q) do
modelo GARMA que melhor se ajusta as séries geradas foram calculados os
critérios de seleção EBIC, DIC e a LogCPO, apresentados na Seção 7.

No ajuste de cada modelo considerou-se, no algoritmoMetropolis-Hastings
uma cadeia de tamanho 10.0000 e forma descartados como peŕıodo de aque-
cimento 50% da cadeia gerada, para diminuir a correlação dentro de cada
cadeia, devido ao processo de aceitação-rejeição, foi feita uma reamostra-
gem a cada 5 valores gerados, resultando em uma amostra de tamanho 1000
com as quais forma calculadas estimativas de Monte Carlo para se obter um
sumário da densidade a posteriori marginal de cada parâmetro dos modelos.

A Tabela 2 apresenta os critérios de seleção calculados para os modelos
GARMA(p,q), com p = 1, 2 e q = 0, 1, 2, ajustados à série gerada com
o modelo GARMA(2,1), com parâmetros β0 = 1, φ1 = 0.5, φ2 = −0.6,
α1 = −0.8 e com a distribuição de Poisson.

Tabela 2: Critérios de seleção para os modelos GARMA(p,q) Poisson
Modelos EBIC DIC LogCPO

GARMA(1,0) 1401 1390 -695
GARMA(2,0) 518 499 -250
GARMA(1,1) 844 831 -418
GARMA(2,1) 382 365 -183
GARMA(2,2) 488 465 -232

Observa-se na Tabela 2 que os critérios utilizados indicam a ordem correta
do modelo que melhor se ajusta a série gerada. Um sumário a posteriori do
modelo ajustado é apresentado na Tabela 3 para que se possa comparar a
qualidade do ajuste com o verdadeiro modelo que foi usado para gerar a série.

Tabela 3: Sumário a posteriori do modelo GARMA(2,1) Poisson
Parâmetros Real Média Mediana Moda I.C.(95%)

β0 1.0 1.004 1.003 1.005 ( 0.987, 1.019)
φ1 0.5 0.502 0.502 0.510 ( 0.483, 0.517)
φ2 -0.6 -0.597 -0.596 -0.588 (-0.614,-0.578)
α1 -0.8 -0.772 -0.773 -0.748 (-0.841,-0.702)
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Resultados semelhantes aos dos modelos de Poisson, foram obtidos com
os modelos Binomial. Na Tabela 4 são vistos os critérios de seleção calculados
para os modelos GARMA(p,q), com p = 1, 2 e q = 0, 1, 2, ajustados à série
gerada com o modelo GARMA(2,1), com parâmetros β0 = 0.5, φ1 = 0.5,
φ2 = −0.6, α1 = −0.8 e distribuição Binomial(M ,µt), com M = 20. Um
sumário a posteriori do modelo GARMA Binomial, ajustado é apresentado
na Tabela 5.

Tabela 4: Critérios de seleção para os modelos GARMA(p,q) Binomial
Modelos EBIC DIC LogCPO

GARMA(1,0) 1252 1238 -619
GARMA(2,0) 793 774 -387
GARMA(1,1) 376 322 -181
GARMA(2,1) 349 315 -166
GARMA(2,2) 368 317 -173

Tabela 5: Sumário a posteriori do modelo GARMA(2,1) Binomial
Parâmetros Real Média Mediana Moda I.C.(95%)

β0 0.5 0.502 0.502 0.519 (0.482, 0.519)
φ1 0.5 0.501 0.502 0.488 (0.483, 0.518)
φ2 -0.6 -0.601 -0.601 -0.622 (-0.619,-0.518)
α1 -0.8 -0.795 -0.795 -0.796 (-0.807,-0.783 )

Para avaliar o desempenho dos critérios de seleção na escolha da ordem do
modelo GARMA(p,q) ajustado com a distribuição Binomial Negatva, consi-
deramos uma série de tamanho n = 100 gerada com o modelo GARMA(2,2)
com a distribuição Binomial negativa BN(K,µt), com K = 50 e para a esta
séries foram ajustados modelos GARMA(p,q), com p = 1, 2 e q = 0, 1, 2. Os
valores de cada critério são apresentados na Tabela 6 na qual destaca-se o
bom desempenho dos critérios na escolha da ordem correta do modelo. Um
sumário a posteriori do modelo GARMA(2,1) ajustado com a distribuição
Binomial Negativa é apresentada na Tabela 7.

Para finalizar este estudo com dados simulados, consideramos as três
séries geradas com cada uma das distribuições, Poisson, Binomial e Binomial
Negativa e ajustamos a cada uma destas séries um modelo GARMA(p,q)
com as três distribuições. Os modelos que melhor se ajustou a cada série foi
selecionado e o cálculo dos critérios são apresentados na Tabela 8.
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Tabela 6: Critérios de seleção para os modelos GARMA(p,q) Binomial Ne-
gativa

Modelos EBIC DIC LogCPO
GARMA(1,0) 649 635 -318
GARMA(2,0) 669 651 -326
GARMA(1,1) 406 394 -197
GARMA(2,1) 398 381 -190
GARMA(2,2) 484 462 -232

Tabela 7: Sumário a posteriori do modelo GARMA(2,1) Binomial Negativa
Parâmetros Real Média Mediana Moda I.C.(95%)

β0 0.5 0.499 0.499 0.487 ( 0.481, 0.518)
φ1 0.3 0.298 0.298 0.286 ( 0.279, 0.317)
φ2 -0.6 -0.601 -0.602 -0.620 (-0.621,-0.580)
α1 -0.8 -0.797 -0.798 -0.785 (-0.806,-0.788)

Tabela 8: Critérios de Seleção para escolha do melhor modelo ajustado
Modelos Critérios Modelos Verdadeiros
Ajustados Poisson Binomial B. Negativa

EBIC 382 515 422
Poisson DIC 365 497 406

LogCPO -183 -248 -204
EBIC 418 349 428

Binomial DIC 381 315 412
LogCPO -201 -166 -207
EBIC 626 524 398

B. Negativa DIC 604 502 381
LogCPO -303 -251 -190

10.2 Análise da série de incidência de Dengue na Paráıba

Nesta seção é analisada a séries incidência de casos de Dengue na Paráıba
(número de notificações/100 habitantes), no peŕıodo de janeiro de 1998 a
dezembro de 2005. Para esta série foram ajustados modelos GARMA(1,1)
com as distribuição de Poisson, Binomial e Binomial Negativa. Os critério
de seleção do melhor modelo são apresentados na Tabela 9.

Os critérios indicam que os modelos ajustados com as distribuições Pois-
son e Binomial Negativa praticamente ajustam-se igualmente bem à série
analisada. A opção pelo modelo GARMA-Poisson é feita por questão de
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Tabela 9: Critérios para seleção do melhor modelo ajustado à série de in-
cidência de Dengue na Paráıba

Modelos Critérios de Seleção
Ajustados EBIC DIC LogCPO
Poisson 468 456 -229
Binomial 519 507 -257
B. Negativa 469 457 -230

simplicidade. Um sumário da densidade a posteriori dos parâmetros deste
modelo é apresentado na Tabela 10.

Tabela 10: Sumário da distribuição a posteriori do modelo GARMA(1,1)
com distribuição de Poisson ajustada a incidência de Dengue na Paráıba

Parâmetros Média Mediana Moda IC 95%
β0 0.5405 0.5406 0.4191 (0.4040,0.7003)
φ1 0.7654 0.7661 0.8529 (0.7023,0.8244)
α1 0.4932 0.4942 0.4615 (0.4114,0.5688)

Na Figura 1 são apresentados os histogramas das amostras gerada distri-
buição a posteriori de cada parâmetro.
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Figura 1: Histogramas das amostras geradas da distribuição a posteriori dos
parâmetros do modelo GARMA(1,1) Poisson

A influência de cada ponto da série, avaliada com a divergência de Kullback-
Leibler, calibrada, é apresentada na Figura 2. Nesta figura, adotando-se
como limite de calibração ρt > 0.90, observa-se que somente a observação
correspondente a t = 50 apresenta-se como uma medida influente.
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Figura 2: Medida de influência das observações com o modelo GARMA(1,1)
de Poisson

Na Figura 3 são apresentadas as séries real e a série das médias µ̂t ajus-
tadas.
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Figura 3: Série de incidência de Dengue na Paráıba e médias (µ̂t) ajustada
com o modelo GARMA(1,1) de Poisson

11 Conclusão

Neste trabalho foi proposta uma abordagem Bayesiana para ajuste de mo-
delos GARMA(p,q) para séries de dados de contagem, considerando as dis-
tribuições de Poisson, Binomial e Binomial Negativa. Foram considerados
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também os critérios de seleção de modelos BIC, DIC e a densidade condi-
cional preditiva ordenada (CPO). Foi considerada também uma medida de
divergência calibrada baseada na divergência de Kullback-Leibler para ava-
liar uma medida da influência de cada observação da série.

Foram realizados estudos com séries simuladas para verificar o desem-
penho dos critérios considerados na escolha da ordem (p,q) dos modelos
GARMA e na seleção do melhor modelo (Poisson, Binomial ou Binomial
Negativo) para representar uma série de dados de contagem. Este estudo
revelou que os critérios apresentaram bom desempenho na seleção de ambas
a ordem e a distribuição do modelo que melhor se ajusta a uma dada série
de contagem.

A abordagem Bayesiana proposta neste trabalho foi aplica na análise de
uma série real, de incidência de Dengue (número de notificações/100 habi-
tantes), no estado da Paráıba. O modelo GARMA(1,1) com a distribuição
de Poisson foi o modelo que melhor se ajustou a série analisada. A medida
de divergência calibrada apontou a observação feita na semana t = 50 que
corresponde ao mês de fevereiro de 2002 como uma observação influente no
ajuste.

Por fim, conclúı-se que a abordagem Bayesiana proposta mostrou-se viável
e eficiente para o ajuste dos modelos GARMA para séries de contagem e os
critérios propostos mostram-se adequados para a seleção do melhor modelo
que se ajusta a uma série de dados de contagem.
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